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Закрутка газа вокруг нагревающегося цилиндра  
при учете сил тяжести и Кориолиса

TWIST AROUND HEATING GAS CYLINDER TAKING  
INTO ACCOUNT THE FORCES OF GRAVITY AND CORIOLIS

В работе исследуются решения системы уравнений газовой динамики в 
условиях действия сил тяжести и Кориолиса для идеального политропного газа. 
Поставлена специальная характеристическая задача Коши, решение которой 
описывает движение первоначально покоящегося в поле тяжести воздуха при 
плавном нагреве находящегося в нем вертикального цилиндра. Доказано, что 
при условии аналитичности входных данных поставленная задача в некоторой 
окрестности рассматриваемой точки имеет единственное аналитическое ре-
шение, представимое в виде сходящегося ряда. Анализ первых коэффициентов 
этого ряда показал, что при начале нагрева цилиндра в воздухе сразу возника-
ет окружное движение газа, закрученное в отрицательном направлении для 
случая Северного полушария и в положительном направлении — для случая 
Южного полушария. Установленные факты являются математическим обо-
снованием направления закрутки огненных вихрей.

The paper studies a system of equations of gas dynamics under the action of 
gravity and Coriolis for ideal polytropic gas. A special characteristic Cauchy problem 
has been put; the solution of the problem describes the motion of air in a gravitational 
field with continuous heating of a vertical cylinder located in it. It is proved that 
under the condition of analyticity of input data, the problem has the only analytical 
solution presented as a convergent series. The analysis of the first coefficients of the 
series showed that as the cylinder is heated, there appears circumferential motion of 
gas in the air twisted in the negative direction in the Northern Hemisphere, and in the 
positive direction in the Southern Hemisphere. The established facts are mathematical 
justification for fire vortex twist direction.

Ключевые слова. Cистема уравнений газовой динамики, сила Кориолиса 
и сила тяжести, закрутка газа, тропический циклон, огненный вихрь.

KEY WORDS. System of equations of gas dynamics, the Coriolis force and gravity, 
spin gas, tropical cyclone, fire vortex.
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Система уравнений газовой динамики 
в условиях действия сил тяжести и Кориолиса

Система уравнений газовой динамики (СУГД) для нестационарных общих 
пространственных изэнтропических течений политропного газа в условиях 
действия сил тяжести и Кориолиса в безразмерных переменных имеет следую-
щий вид [1-3]:

   (1)

Здесь: t  — время; r , φ, z  — пространственные переменные в цилиндри-
ческой системе координат; c  — скорость звука; u , v , w  — радиальная, 
окружная и вертикальная составляющие вектора скорости газа соответственно; 
γ 41.=�  — показатель политропы воздуха; 0>= constg  — ускорение свобод-
ного падения; Ω  — модуль вектора угловой скорости вращения Земли Ω ; 

; �cosb Ω= 2 ;  — широта точки, в которой находится начало 
декартовой системы координат, вращающейся вместе с Землей (рис. 1), в кото-
рой и сделан переход к цилиндрическим координатам.

Рис. 1. Система координат на поверхности Земли

Скорость звука c  политропного газа связана с температурой T  следующей 
формулой [4]:

Tc = .

В системе (1) вместо скорости звука в качестве искомой функции вводится 
температура: 

,
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где η принимает значения t, r, φ, z и для удобства последующих выкладок 
первое уравнение системы (1) ставится в конец новой системы:
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(2)

Закрутка газа в восходящих потоках
В работах [1-3; 5-8] с помощью построения решений системы уравнений (1) 

представлены результаты математического моделирования течений в разруши-
тельных атмосферных вихрях типа торнадо и тропических циклонов. В част-
ности, доказано [5-8], что при наличии стока газа на вертикальном цилиндре 
ненулевого радиуса в рассматриваемом течении, внешнем по отношению к ци-
линдру, возникает закрутка воздуха в соответствующем направлении: положи-
тельном и отрицательном в случаях соответственно Северного и Южного по-
лушария. Эти направления соответствуют направлениям закрутки атмосферных 
восходящих потоков типа торнадо и тропический циклон. 

Математически факт закрутки газа в соответствующем направлении уста-
новлен при доказательстве существования и единственности решений соответ-
ствующих характеристических задач Коши стандартного вида [4; 9] и исследо-
вании свойств этих решений. 

Закрутка восходящего потока в указанном направлении подтверждена так-
же результатами экспериментов [10-18] (см. также [3]). 

В экспериментах [10-17] свободный восходящий вихрь создавался с помощью 
нагрева снизу металлического стола. В экспериментах [18] восходящий поток 
создавался принудительным движением воздуха вверх по трубе за счет работы 
вентилятора, помещенного в верхней части трубы. При этом на полу вокруг 
нижнего края трубы фиксировалось вращение воздуха. Поскольку эксперимен-
ты проводились в Северном полушарии, то в обеих схемах экспериментов за-
крутка воздуха была в положительном направлении.

Однако в природе также наблюдаются [19; 20] и так называемые огненные 
вихри (огненные торнадо), закрутка которых имеет другое направление: отри-
цательное в случае Северного полушария и положительное в Южном полуша-
рии. На рис. 2 приведена фотография одного огненного вихря, наблюдавшегося 
в Северном полушарии.

В некоторых экспериментах удалось создать течения, близкие к наблюдае-
мым в природе огненным вихрям, причем без принудительной закрутки [21]. 

При численном моделировании нестационарных трехмерных закрученных 
потоков, возникающих при нагреве подстилающей поверхности, также наблю-
дается появление вихревых образований, закрученных в отрицательном на-
правлении, хотя в расчетах значение sinψ полагалось положительным, что со-
ответствует случаю Северного полушария [22].
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Рис. 2. Фотография огненного торнадо

Цель данной работы — построить решение конкретной начально-краевой 
задачи, которое моделирует движение воздуха вокруг плавно нагревающегося 
вертикального цилиндра, и установить факт возникновения закрутки воздуха, 
внешнего по отношению к цилиндру, в отрицательном или в положительном 
направлениях в случаях соответственно Северного или Южного полушария.

Фоновое течение и его звуковая характеристика
Набор функций [3; 23]:

011000 0  constg)(k;kz)z(TT;w;v;u      (3)

является решением системы (2). Он передает покоящийся в поле тяжести газ и 
далее называется фоновым течением. Скорость звука фонового течения задает-
ся формулой: 

.kz)z(T)z(cc  100  
Особо подчеркнем, что в (3) вместе с 0== wu  и 0=v , т. е. в фоновом 

течении закрутки газа нет.

Рис. 3. Область рассматриваемого течения газа
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Пусть при t = 0 вне цилиндра радиуса 0rr = , 00 >= constr  (см. рис. 3) 
находится покоящийся в поле тяжести газ. С момента времени t = 0 начинает-
ся плавный нагрев этого цилиндра, определяемый аналитической в окрестности 
точки (t = 0, z = 0) функцией )z,t(TT 0= :

.constT)(T,)(T),t(T)z(T)z,t(T)z,,r,t(T *
'

rr
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Исходя из двух последних равенств функцию )z,t(T0  можно представить 

в виде: 
,

со своей заданной аналитической функцией T01(t), и тогда условие плавного 
нагрева цилиндра принимает такой вид:

.               (4)

Конфигурация возникшего в результате нагрева цилиндра течения сле-
дующая: по покоящемуся в поле тяжести газу в сторону возрастания значений 
r распространяется поверхность звуковой C+-характеристики (см. рис. 3). Эта 
поверхность в каждый момент времени отделяет еще покоящийся при больших 
значениях r газ от области газа, начавшего при меньших значениях r движе-
ние из-за его нагрева цилиндром. На рис. 3 область движущегося газа затем-
нена.

Поверхность C+-характеристики задается в виде: 

,)z,t(rrr:C 10 +=+
                           (5)

где функция )z,t(r1  является решением следующей задачи Коши [24]:
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которая по теореме Ковалевской [3] имеет в некоторой окрестности точки 
)z,rr,t( 00 0 ===  единственное аналитическое решение, от φ не зависящее.

Построение решения задачи (6) в виде ряда по степеням: 
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и, следовательно, к такому представлению [3; 6-8]:

,                          (7)

с некоторой аналитической функцией )z,t(r2 . Еще раз отметим, что от пере-
менной φ функция )z,t(r1 не зависит.

Характеристическая задача Коши  
о движении газа возле нагревающегося цилиндра

Для системы уравнений (2) на поверхности звуковой C+-характеристики (5) 
ставятся условия:

      

                 (8)

обеспечивающие непрерывное примыкание искомого течения к фоновому, за-
даваемому формулами (3).

Кроме условий (8) для системы (2) ставится также условие (4).
Решение получившейся задачи (2), (8), (4) описывает искомое течение газа, 

расположенное между поверхностью звуковой C+-характеристики (5) и поверх-
ностью нагревающегося цилиндра 0rr =  (см. рис. 3).

Теорема. Задача (2), (8), (4) имеет единственное аналитическое решение 
в некоторой окрестности точки 0M  с координатами 0=t , 0rr = , φ = φ0, 0=z , 
где  20 0   .

Доказательство теоремы

Доказательство теоремы состоит в сведении задачи (2), (8), (4) к характе-
ристической задаче Коши стандартного вида [4], для которой справедлив соот-
ветствующий аналог теоремы Ковалевской [4; 9].

Для сведения к стандартному виду вначале делается следующая замена 
переменных:
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т. е. поверхность звуковой C+-характеристики (5) берется за новую координат-
ную плоскость ξ = 0, а поверхность цилиндра 0rr =  за другую новую коорди-
натную плоскость ζ = 0.
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В системе (2) делается замена переменных (9):
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Начальные условия (8), заданные на C+-характеристике, переходят в такие 
условия: 

,)(TkT;w;v;u 
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  (11)

а краевое условие (4) переходит в такое:
              (12)

где функция T01(ξ, χ) считается заданной и аналитической в некоторой окрест-
ности точки (ξ = 0, χ = 0).

Система (10) в векторно-матричном виде имеет следующее представление:
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Здесь и далее wrurR zt 11 +−= .
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 Чтобы показать, что рассматриваемая характеристическая задача Коши 

(10) — (12) сводится к стандартному виду, достаточно подобрать невырожден-

ные матрицы 1M  и 2M , зависящие от ζ, χ, φ и такие, что произведения  
и  имеют требуемый вид [4; 9]. А именно:
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и при этом:
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 А кроме этого, требуется, чтобы задание условия (12) было эквивалентно за-

данию соответствующего условия при ζ = 0 для последней компоненты вектора:
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В самом деле, после умножения системы (10) слева на 1M  и внесения в 
соответствующие места произведения 1

22
−MM , равного единичной матрице, по-

лучается эквивалентная системе (10) система уравнений:
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Если теперь заменить вектор U1
2
−M  на вектор W  и учесть вид производных 
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(здесь символ ϑ принимает значения ζ, ξ, χ, φ), то получается система:
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При вычислении нужных произведений , , в матри-
цах А и В можно сразу положить ξ = 0:
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Требуемые матрицы 1M  и 2M  имеют следующий вид:
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в некоторой окрестности точки (ξ = 0, ζ = 0, χ = 0), поскольку:
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 Осталось установить вид вектора:
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 Начальные условия (11) переходят в начальные условия для W :
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И поскольку 4W  — последняя координата получившегося вектора W — со-
впадает с функцией T, то краевое условие (12) переходит в условие:
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и обеспечивает единственность получившейся характеристической задачи Коши 
стандартного вида (13), (14), (15). 

Поскольку характеристическая задача Коши (10) — (12) эквивалентна ха-
рактеристической задаче Коши (13), (14), (15), то теорема доказана.

Построение первых коэффициентов ряда,  
решающего рассматриваемую задачу
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решающего характеристическую задачу Коши (10) — (12). Для этого в системе 
(10) положим ξ = 0 и учтем вид начальных условий (11):
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С учетом уравнения для функции T0(χ), т. е.: 

,

получаются следующие три соотношения:
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(17)

поскольку после исключения из последнего уравнения системы (16) величин 
1u , 1v  и 1w  оно становится тождеством, т. е. прямым следствием первых трех 

уравнений.

Одно свойство решения рассматриваемой задачи

Для обоснования одного конкретного свойства решения рассматриваемой 
задачи определим в точке (ζ = χ = 0) знаки первых коэффициентов ряда, ре-
шающего характеристическую задачу Коши (10) — (12). И для этого явные 
формулы, задающие коэффициенты 21111 v,T,w,v,u , не нужны.
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Чтобы узнать значение коэффициента T1 при ζ = χ = 0, необходимо краевое 
условие (12) продифференцировать по ξ и положить в получившемся равенстве 
ξ = χ = 0:
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Отсюда, в частности, следует, что при всех значениях  20   :
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Для получения коэффициента 2v  второе уравнение системы (14) диффе-

ренцируется по ξ, полагается ξ = 0 и учитываются компоненты вектора 0U : 
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Последнее соотношение приводит к равенству:
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Из формулы (21) и с учетом неравенства (20) следует, что в Северном по-
лушарии, где : 
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а в Южном полушарии, где :
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при всех значениях  20   .
С учетом формул для преобразования производных, а также нулевых зна-

чений 0v , 1v  получаются следующие значения для первых двух производных 
функции v, выводящих со звуковой С+-характеристики:
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Знак выводящей с С+-характеристики производной функции u устанавли-
вается следующим образом:
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На рис. 4 с учетом установленных знаков выводящих с С+-характеристики 
производных (для v взят случай Северного полушария) показано качественное 
поведение u, v в ее окрестности в некоторый момент времени 01 >= tt .

Рис. 4. Качественное поведение скоростей

Таким образом, с учетом неравенств (23), (24) доказано, что в задаче о на-
греве вертикального цилиндра при всех  20    в некоторой окрестности 
звуковой С+-характеристики начиная с момента времени t = 0 возникает за-
крутка газа: в отрицательном направлении для случая Северного полушария и 
в положительном направлении — для случая Южного полушария.

Установленный факт есть математическое обоснование направления за-
крутки огненных вихрей.
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